阿婆的拼布

[image: image1.wmf]
[image: image2.wmf]
[image: image3.jpg]



作者：張育嘉、王郁晴、劉又瑄

指導教師：黃國明老師、李函穎老師

一、摘要

在上學的途中，我們常常在路上看見各種顏色不同的地磚交錯的鋪在人行道上，或是在高樓大廈的正面或側面，看見一整面的磁磚，有的還用不同顏色的磁磚，排列各式各樣的圖形。假設我們現在想在n×n格1cm2正方形方格中的某些方格塗上顏色，但是塗上顏色的方格不可以有任意一邊與其他塗色格碰在一起，在此條件下是否可找出n×n格的1cm2方格的最多塗色格公式和最少塗色格公式以及其中多少種不同總數塗色格的塗法。

經過幾個月的研究，我們發現最多塗色格與正方形的面積有關，而且正方形的邊長是奇數或偶數也有關係，公式也較容易找。但是最少塗色格卻有非常多的變化，而且數字間似乎找不出公式可循，於是我們繼續嘗試各種不同方式的塗色法，例如：利用田字法發展成的中心擴散法、邊邊擴散法等，再加上n×m格最少塗色格的應用，終於找出了一些規律及各種對稱圖形。

我們希望研究結果可以應用於人行道磁磚及高樓外牆磁磚的鋪設，當必須用某種顏色較貴的磁磚或特殊的磁磚點綴時，便可以利用我們發現的塗色方式，找出最便宜又最美觀的方法。
二、研究動機

放假跟爸媽一起回鄉下看阿婆，看見阿婆正在曬棉被，棉被上布滿了方格，其中有一格特別鮮豔好看，而且這種格子都沒有任何一邊與跟自己相同的格子碰在一起，於是激起了我的好奇心，一面有10×10個正方形方格，最多可以塗上幾格特殊正方形格子，最少又可以塗幾格呢？
[image: image4.png]


回到學校後，在上學途中，又意外的發現，校門口新鋪的地磚也有一種特別顏色的地磚。磁磚鋪設的方式便是使用相同顏色不相鄰的方式。與我們所研究的最多塗色格方式相同。也許以後學校要鋪其他地方的地磚時，我們的研究可以派上用場也說不定。
三、研究目的：
(一)了解N×N方格的所有不同格數塗色格及其變化方式。
    (1)研究4×4－10×10 所有不同格數的塗色格的塗色方式。
    (2)研究4×4－10×10 最多塗色格的公式。
    (3)研究4×4－10×10 最少塗色格的公式。
    (4)研究11×11-20×20以內的最少塗色格的塗色法。
(二)了解N×M(N=2~9，M=2~10)方格的塗色格格數及其變化方式

    (1)研究2×2－2×10 所有不同格數塗色格的塗色方法。

    (2)研究3×4－3×10所有不同格數塗色格的塗色方法。

    (3)研究4×5－9×10 最少塗色格的塗色方法。

四、研究設備、器材、軟體
    （1）方格子：可供作為格子較少時的塗色工具。

（2）色筆：塗色用。

    （3）棋盤：若塗色格塗錯，可以直接重新再排，不必擦掉。
（4）圍棋子：當成塗色格。

（5）excel：設定公式成為快速的塗色的計算工具。

	A
	B
	C

	D
	E
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	G
	H
	I


五、研究過程與方法
    塗色規則說明:
    3×3的方格塗色格的塗色說明 ：

    這是一個3×3的方格，現在我們打算在其中的某些方格中塗上顏色，但是，只要某格塗上顏色，那他的周圍便不能再塗上任何顏色，同時任何一個沒有塗色的方格，至少須有一邊要跟有塗顏色的方格碰在一起。例如：當E塗上顏色以後，則B、D、F、H就不能再塗上顏色，A、C、G、I則必須塗上顏色，塗色格總數為5格。             
問題(一)了解N×N方格的所有不同格數塗色格及其變化方式。

    (1)研究4×4－10×10 所有不同格數的塗色格
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5×5所有塗色格（共有7種）
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6×6所有塗色格（共有9種）
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9×9所有塗色格（共有21種）
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10×10所有塗色格（共有27種）
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研究討論：

1、 研究4×4－10×10 所有不同格數的塗色格的塗色方式。
    我們最初使用方格紙來塗色，但是當正方形逐漸加大以後，發現方格的數量越來越難數，而且方格也太小，不好數。於是我們便改良使用圍棋盤，剛好圍棋盤也是正方形方格，只要控制方格的邊長，再利用圍棋子當作塗色格，便可以很容易的計算出方格的塗色格，也更容易了解塗色格的變化。

    但是數方格還是很麻煩，於是我們再改良利用以前教過的EXCEL軟體，因為EXCEL的儲存格剛好可以設成小正方形方格，而且儲存格還可以塗色，並且利用函數計算塗色格的總數。如此總算解決了方格塗色的塗色格子計數問題。
2、歸納出公式。   

    我們利用4×4－10×10所做出來的資料，歸納出各種方格數的公式，以便日後能夠快速又精準的算出各種方格數的最多及最少塗色格。
3、分析4×4的方格的最少塗色格。

                     圖（一）
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分析塗上1格，最多可使4格不能再塗，如圖（二）中打「ˇ」的格子。

如圖（二）這種塗法，雖然可以塗上1格，而占據5格，可是剩下的格子，就不能再出現這種情形，而且1的位置必須塗上一格，卻只能占據一格，所以6、7、10、11、都不是最少塗色格的理想位置。

如果塗在1的位置，最多只能佔三格如圖（三），四角再加上7、10共需要6格，所以正方形的4個角（1、2、13、16）也不是最少塗色格的好位置。現在，只剩下8個位置了如圖（四）。

選擇其中的2、8、9、15便能找出4×4的最少塗色格(4格)
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　圖（二）　　　　　      　圖（三）　          　　　　圖（四）
研究發現:
  1.4×4最少是4格，最多是8格，做不出5格。
  2.除4×4，其他n×n都能做出所有塗色格，不間斷。

  3.偶數乘以偶數時，最多塗色格四個角落塗兩格。奇數乘以奇數時，最多塗色格
    四個角落塗四格。
  4.要做所有的塗色格，先做最多塗色格，角落若無塗色，使用移一減一；角落
    若有塗色，則是移一減二。
  5.邊上若有塗色格，也可使用移一減一。
 6.最多塗色格塗法是：一格塗，一格不塗。
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	最多塗色格
	計算方式
	
	最多塗色格
	計算方式

	4×4
	8
	4×4÷2
	8×8
	32
	8×8÷2

	5×5
	13
	(5×5+1)÷2
	9×9
	41
	(9×9+1)÷2

	6×6
	18
	6×6÷2
	10×10
	50
	10×10÷2

	7×7
	25
	10×10÷2
	
	
	


討論與發現:
n×n的最多塗色格塗法很容易便找出規律，因為是總數的一半（偶數時），所以只要能夠計算出總格子數就可以，而總格子數＝面積，所以只要算出n×n正方形的面積就可以算出答案。
   1.最多塗色格塗法是一格塗，一格不塗，所以最多塗色格格數是總格數的一半。
   2.偶數邊長時：有一雙對角會塗色，有一雙對角會空白。

   3.奇數邊長時：四個角落都會有塗色格。

   4.奇數邊長時：最多塗色格塗好，會剩下的空白格數，剛好是塗色總數－1。

歸納公式：

若n = 偶數  則最多塗色格＝n×n÷2

若n = 奇數  則最多塗色格＝(n×n+1)÷2 
[image: image14.png]
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研究4×4－10×10 最少塗色格的公式

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	






	
	最少塗色格
	
	最少塗色格

	4×4
	4
	8×8
	16

	5×5
	7
	9×9
	21

	6×6
	10
	10×10
	24

	7×7
	12
	
	


研究討論：
      最少塗色格似乎完全沒有公式可循，4×4-10×10的差數分別是3、3、2、4、5、
3，我們討論了非常久的時間，仍然無法找出特定的計算方式，最後大家一致決定再繼續做研究問題四(11×11-20×20)，因為我們覺得可能是因為我們的原始資料不夠多，以至於無法分析出適當的算式。
    當我們做到13×13時忽然發現4×4、7×7、10×10、13×13，有相同的排法，而且應該是最完美的排列方式，最重要的是4、7、10、13它們的差數是有規律性的，
分別是4、8、12、16，所以應該是可以找出公式的。

研究發現:

    1.利用田字法可以有效做出最少塗色格。
    2.最少塗色格只有5×5塗色格無法用田字法完成。若要在5×5塗色格裡融 

      入兩個田字，只能放斜的，但是會多一格塗色格，即不是最少塗色格。

    3. 5×5塗色格、6×6塗色格、7×7塗色格的最少塗色格是對稱圖形，其他則
      是點對稱的圖形。
    4.合併田字法：利用第一個田字的某一邊，當成另一個田字的某一邊，如
      此兩個田字只需7格，所以四個田字共需4×4－4=12，此為最完美又最儉
      省的塗色法。以此類推，可以找出4×4、7×7、10×10……等，會有最完美的
      塗色法。

歸納公式：
  設正方形每邊為n格，當n÷3＝p……1，則最少塗色格為：2（1＋p）×p。
  當n÷3＝p……2或0 時，使用合併田字法會有剩餘格數，剩餘格數，則利用n×m的塗色法，補足塗色格。(詳見研究問題二)
 研究11×11－20×20最少塗色格的公式
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	最少塗色格
	
	最少塗色格

	11×11
	30
	16×16
	60

	12×12
	36
	17×17
	69

	13×13
	40
	18×18
	80

	14×14
	48
	19×19
	84

	15×15
	53
	20×20
	96


討論與發現:
尋找最少塗色格的過程中，一直撞牆，原本推算出的規律，總是會因為塗色格數差一而被打亂。我們利用田字法時，邊邊都會多出一格或兩格，容不下田字，所以我們決定增加研究n×m的塗色格，讓我們能做出正確的n×n正方形的最少塗色格。
1. 利用田字法可以有效做出最少塗色格。
2. 奇數或偶數正方形塗色格若從正中或中間四格開始用田字擴散，邊邊會剩下一樣的四連塊圖形，像                   。

問題（二）N×M圖形的所有不同塗色格
（1）2×3-2×9的所有塗色格  
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研究2×3－9×10最多塗色格的公式
	
	最多塗色格
	
	最多塗色格
	
	最多塗色格
	
	最多塗色格

	2×3
	3
	3×4
	6
	4×5
	10
	5×6
	15

	2×4
	4
	3×5
	8
	4×6
	12
	5×7
	18

	2×5
	5
	3×6
	9
	4×7
	14
	5×8
	20

	2×6
	6
	3×7
	11
	4×8
	16
	5×9
	23

	2×7
	7
	3×8
	12
	4×9
	18
	5×10
	25

	2×8
	8
	3×9
	14
	4×10
	20
	
	

	2×9
	9
	3×10
	15
	
	
	
	

	2×10
	10
	
	
	
	
	
	


	
	最多塗色格
	
	最多塗色格
	
	最多塗色格
	
	最多塗色格

	6×7
	21
	7×8
	28
	8×9
	36
	9×10
	45

	6×8
	24
	7×9
	32
	8×10
	40
	
	

	6×9
	27
	7×10
	35
	
	
	
	

	6×10
	30
	
	
	
	
	
	


研究討論與發現：

最多塗色格塗法是一格塗，一格不塗，所以最多塗色格格數是總塗色格格數的一半，與正方形塗色格最多塗色格塗法一樣。


歸納公式：

設n×m = 偶數  則n×m÷2

設n×m = 奇數  則 (n×m+1)÷2

研究2×4－9×10 最少塗色格的公式
	
	最少塗色格
	
	最少塗色格
	
	最少塗色格
	
	最少塗色格

	2×3
	2
	3×4
	4
	4×5
	6
	5×6
	8

	2×4
	3
	3×5
	4
	4×6
	7
	5×7
	10

	2×5
	3
	3×6
	6
	4×7
	7
	5×8
	12

	2×6
	4
	3×7
	6
	4×8
	8
	5×9
	12

	2×7
	4
	3×8
	7
	4×9
	10
	5×10
	13

	2×8
	5
	3×9
	7
	4×10
	10
	
	

	2×9
	5
	3×10
	9
	
	
	
	

	2×10
	6
	
	
	
	
	
	

	
	最少塗色格
	
	最少塗色格
	
	最少塗色格
	
	最少塗色格

	6×7
	11
	7×8
	14
	8×9
	19
	9×10
	24

	6×8
	13
	7×9
	16
	8×10
	21
	
	

	6×9
	14
	7×10
	17
	
	
	
	

	6×10
	16
	
	
	
	
	
	



發現與討論：

2×m的最少塗色格，我們發現它都是2個數、2個數一組，按照數順序增加，所以應該會跟2的倍數有關，3×m時，雖然也是2個一組不斷增加，但是
2×m，m＝奇數  最少塗色格：(m＋1)÷2
     m＝偶數  最少塗色格：m÷2＋1
3×m，m＝奇數  最少塗色格：(m－1)÷2＋3
     m＝偶數  最少塗色格：m÷2＋3

六、研究結果
1.n×n最多塗色格確實有公式可循，而且排出來的圖形式規則的對稱，但是有一點太

密，若要作為地磚或瓷磚的排列方式，恐怕不太適合。

若n = 偶數  則最多塗色格＝n×n÷2

若n = 奇數  則最多塗色格＝(n×n+1)÷2
2.n×n最少塗色格的公式較為複雜

	
	最少塗色格
	
	最少塗色格

	4×4
	4
	13×13
	40

	5×5
	7
	14×14
	48

	6×6
	10
	15×15
	53

	7×7
	12
	16×16
	60

	8×8
	16
	17×17
	69

	9×9
	21
	18×18
	80

	10×10
	24
	19×19
	84

	11×11
	30
	20×20
	96

	12×12
	36
	
	


我們分析了4×4-20×20發現了當n=4、7、10、13、16……時，可以找出最少塗色格的公式，我們把(4、12、24、40、60、84……)等數字提出公因數4後，發現所得的數字為4(1、3、6、10、15、21……)括號中的數恰好為三角形數，也就是所謂的連續整數和，可以使用高斯定理的總和公式算法：(第1數+最後數)×個數÷2，但是n=4的時候是第一個數，n=7的時候是第二個數、n=10的時候是第三個數，所以必須再把n做轉換，首先我們發現每個數字都是相差3，所以一定與3有相當大的關係，當我們把4、7、10、13、16……都÷3時，終於讓我們發現這些數都剛好餘1，所以寫成公式即為：設正方形每邊為n格，當n÷3＝p……1    
則最少塗色格為：4（1＋p）×p÷2=2（1＋p）×p

七、討論

最初使用方格紙來塗色，但正方形逐漸加大以後，發現方格的數量太多也太小，越來越難數，於是我們便改良使用圍棋盤，因為圍棋盤也是正方形方格，只要控制方格的邊長，再利用圍棋子當作塗色格，便可容易的計算出方格的塗色格，也更容易了解塗色格的變化。

    但數方格還是很麻煩，於是我們再改良利用以前教過的EXCEL軟體，因為EXCEL的儲存格可以設成小正方形方格，而且儲存格還可以塗色，並且利用函數計算塗色格的總數。如此解決了方格塗色的塗色格子計數問題。
我們再從用EXCEL軟體做出4×4－10×10的資料，歸納出各種方格數的公式，以便日後能夠快速又精準的算出各種方格數的最多及最少塗色格。

n×n的最多塗色格塗法很容易便找出規律，因為是總數的一半（偶數時），所以只要能夠計算出總格子數，就可以算出最多塗色格，而總格子數＝面積，所以只要算出n×n正方形的面積，就可以算出答案。
尋找最少塗色格的過程中一直撞牆，原本推算出的規律，總是會因為塗色格數差一而被打亂。我們利用田字法時，邊邊都會多出一格或兩格，容不下田字，所以我們決定增加研究n×m的塗色格，讓我們能做出正確的n×n正方形的最少塗色格。


八、結論

1.n×n最多塗色格公式：
若n = 偶數  則最多塗色格＝n×n÷2

若n = 奇數  則最多塗色格＝(n×n+1)÷2
2.n×n最少塗色格的公式：
  當n÷3＝p…1    
則最少塗色格為：4（1＋p）×p÷2=2（1＋p）×p

3.n×m的最多塗色格公式：
n×m = 偶數  則最多塗色格n×m÷2

n×m = 奇數  則最多塗色格(n×m+1)÷2

4.n×m的最少塗色格公式：

2×m，m＝奇數  最少塗色格：(m＋1)÷2

       m＝偶數  最少塗色格：m÷2＋1
3×m，m＝奇數  最少塗色格：(m－1)÷2＋3
       m＝偶數  最少塗色格：m÷2＋3

5.n×n最少塗色格的公式尚未完整：

  當n÷3＝p…0或2    
則最少塗色格的公式，原推測11×11為29格，但一直做不出29格，只做出30格，
也許是公式推測有誤，所以有待下次繼續努力。

6.n×m的最少塗色格，因為要兼顧2種不同的變數，所以遲遲無法找出固定的算法，此問題也留待以後有興趣的人繼續研究。

7.這一次研究最大的困難在於當方格數量變多的時候，便很難找出最少塗色格，即使好不容易找到了，而且研究出公式以後，沒多久，居然又被自己找到更少的塗色方式，有時候不禁懷疑到底有沒有最少塗色格的公式存在？
8.如果有更多的時間，相信一定可以有更多的發現，找出更完整的公式。
九、參考資料

王登傳，《遊戲大觀再版》，高雄市，前程出版社，91年，47頁。
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